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Abstract 
This paper presents the design of a three-fingered gripper with two degrees of freedom (DOF) per finger for a total of six (DOF). We 
show a brief mathematical description of the kinematics involved in the gripper with which to determine the workspace. With the 
workspace, all possible attachment points are obtained, that will be the points at which the end-effector contacts with the object 
geometry. To select which of these points is best for hold the object, we proceed to evaluate the force that is exerted on it  by 
mathematical theory called Screw. This force should be the minimum to ensure that do not present sliding as well as avoid damages of 
the object by excess strength. Due to the fact that the contact points are numerous and evaluate them takes quite time by an algorithm 
combining, for this reason the optimization algorithm Non-dominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA) is implemented. The results of 
the optimization with attachment points that exert minimal force were presented. 
 
Keywords: Grasp, Gripper, NSGA, Optimization, Robotic, Screws. 
 
Resumen 
Este trabajo presenta el diseño de un gripper de tres dedos con dos grados de libertad (DOF) por dedo para un total de seis (DOF). Se 
hace una breve descripción matemática de la cinemática que interviene en el gripper con la cual se determina el área de trabajo. Con el 
área de trabajo se obtienen todos los posibles puntos de agarre que serán los puntos en el que el efector final entra en contacto con la 
geometría del objeto. Para seleccionar cuál de estos puntos es el mejor para sujetar el objeto, se procede a evaluar la fuerza que se ejerce 
sobre él por medio de la matemática denominada Screw. Esta fuerza debe ser la mínima tal que no halla deslizamiento y a su vez el daño 
del objeto por exceso de fuerza. Como los puntos de contacto son numerosos y evaluarlos toma bastante tiempo por un algoritmo 
combinatorio se implementa el algoritmo de optimización Non-dominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA). Se presentan los 
resultados de la optimización con los puntos de agarre que ejercen la mínima fuerza. 
 
Palabras Clave: Agarrar, Efector final, NSGA, Optimización, Pinza, Robótica, Tornillos 
 
1.  Introducción 
 
En la actualidad tanto ingenieros como médicos han 
visto que los robots son una solución tangible en cuanto a 
tiempos de ejecución, eficiencia, calidad, precisión y 
manipulación de objetos [1, 2], pero en algunos casos estas 
ventajas no son suficientes para la manipulación de objetos 
de diferente tamaño y peso, con movimientos precisos y con 
diferentes niveles de fuerza, por esto se diseñó un efector 
final o gripper [3, 4] que pueda ser una solución a la 
manipulación de objetos con formas irregulares [5]. Por lo 
anterior se realiza un diseño muy similar a la morfología de 
la mano humana, la cual posee una gran destreza y control 
sobre objetos de diferentes características [6]. 
A continuación se mencionan algunos de los grippers 
desarrollados de importancia a nivel científico destacando sus 
bondades. El gripper C6M utiliza para su accionamiento un 
sistema eléctrico de motores y un sistema neumático de 
músculos. Esta mano consta de 20 motores montados debajo 
de la muñeca que proporcionan movimientos conformes. 
Siguiendo el principio de diseño de inspiración biológica, un 
par de tendones cada par motor inteligente de la articulación 
correspondiente de la mano y sensores de prensión en cada una 
de las falanges para controlar fuerza en el agarre [7]. 
Las manos EH1 Milano y Elu-2 son de escala 
antropomórfica capaz de agarrar una gran variedad de objetos y 
detectarlos a través de sensores de fuerza y posición. Estas 
manos son capaces de reproducir los movimientos de la mano 
humana inclusive a la misma velocidad [8-10]. La mano 
Robonaut de la NASA consta de 14 grados de libertad, 2 en la 
muñeca y 12 grados en la mano. Esta mano alberga los motores 
y la unidad electrónica en el antebrazo, siendo 14 motores y 12 
placas de circuitos [11]. Todos estos dispositivos son 
desarrollados para la implementación de diferentes técnicas de 
control y su finalidad es el agarre óptimo de la mayoría de los 
objetos. 
© The authors; licensee Universidad Nacional de Colombia.   
DYNA 81 (184), pp. 93-101. April, 2014 Medellín. ISSN 0012-7353 Printed, ISSN 2346-2183 Online Prada et al / DYNA 81 (184), pp. 93-101. April, 2014. 
A partir de un diseño de gripper se procede a analizar de 
qué forma se puede agarrar un objeto, partiendo de los 
grados de libertad que este posea y de la forma que tenga el 
objeto. A continuación se escoge la técnica de agarre a 
utilizar de las que se destacan cierre de fuerza y cierre de 
forma [12, 13]. El cierre de fuerza busca que la sumatoria de 
las fuerzas que ejercen cada uno de los dedos del gripper 
sean cero sobre el objeto que a su vez garantiza que no haya 
traslación. El cierre de forma busca que el gripper cobije al 
objeto o que tenga la mayor cantidad de puntos de contacto 
sobre el objeto. 
Sin importar la técnica de agarre seleccionada se debe 
garantizar que el agarre del objeto sea un agarre efectivo, es 
decir que  la fuerza del gripper no permita deslizamiento ni 
tampoco la deformación del objeto. Para ello es necesario 
realizar un equilibrio dinámico de fuerzas [14, 15] y 
controlar los movimientos del efector garantizando un 
mínimo de fuerza [16].  
 
El trabajo está organizado de la siguiente forma: Se 
muestra la formulación matemática de un efector final de 6 
GDL, en la sección 2.2 se muestra el área de cobertura de 
cada dedo y las posibilidades de aprensión sobre un objeto, 
en la sección 3 se aborda la optimización del agarre para 
realizar un mínimo de fuerza por dedo mediante el 
algoritmo NSGA, y finalmente se presentan algunas 
conclusiones y trabajos futuros. La validación de este 
trabajo se realiza por medio de sistemas de diseño asistido 
por computadora (CAD) y Matlab®. 
 
2.  Analogía biomecánica del gripper de 3 dedos 
 
La mano humana abarca desde la muñeca hasta la yema 
de los dedos en los seres humanos. Son el principal órgano 
para la manipulación de objetos. La punta de los dedos 
contiene algunas de las zonas con más terminaciones 
nerviosas del cuerpo humano y son la principal fuente de 
información táctil y de fuerza sobre el entorno.  Es por lo 
anterior que se diseña un efector final muy similar al de la 
mano humana en cuanto a dimensiones, comportamiento y 
destreza. Se partió realizando el análisis de la morfología 
del dedo índice Fig. 1. Las dimensiones para el diseño se 
determinaron a partir de la longitud y el diámetro de un 
dedo humano. 
Este dedo cuenta con 4 grados de libertad, el primer 
grado de libertad está dado por la abducción y aducción 
presentes la falange proximal y los otros tres por la flexión y 
extensión de las falanges proximal, media y distal. Por 
facilidad de construcción e implementación se restringe el 
primero y último grado de libertad, obteniendo dos grados 
de libertad por cada dedo. Este diseño contempla tres dedos, 
dos de ellos opuestos al tercero Fig. 4, dando como 
resultado un gripper de 6 grados de libertad. 
 
2.1. Cinemática del gripper 
 
Con la Cinemática Directa se determina la dependencia 
que existe entre las coordenadas articulares o generalizadas 
(𝜃𝜃),  sus parámetros geométricos (e.g. longitud de los 
eslabones) y las coordenadas cartesianas 𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑧𝑧  y de 
orientación  𝜃𝜃,𝜙𝜙,𝜓𝜓  del último sistema de coordenadas o 
extremo final del efector. Para determinar la posición del 
último sistema coordenado con respecto a la base del dedo, 
se debe usar la matriz de transformación homogénea, que en 
forma general se presenta en (1) [18]: 
 
 
Figura 1. Equivalente Biomecánico de la mano humana. 
 
𝑇𝑇 𝑖𝑖
𝑖𝑖−1 = �
𝑛𝑛(𝜃𝜃) 𝑠𝑠(𝜃𝜃) 𝑎𝑎(𝜃𝜃) | 𝑝𝑝(𝜃𝜃)
0 0 0 | 1 �  (1) 
 
Donde  𝑇𝑇 𝑖𝑖
𝑖𝑖−1  es la matriz de transformación de la junta 𝑖𝑖 
con respecto a la junta 𝑖𝑖 − 1 y donde los vectores 𝑛𝑛,𝑠𝑠,𝑎𝑎, 
son vectores ortogonales unitarios  y  𝑝𝑝  es un vector que 
describe la posición x, y, z del origen del sistema actual 
respecto del sistema de referencia. 
En la Fig. 2 se muestra uno de los dedos con los 
sistemas de coordenadas para cada una de las articulaciones 
y en la Tabla 1 los parámetros estructurales, como lo 
describe el método de Denavit-Hartenberg [18-20]. 
 
 
Figura 2. Sistemas coordenados para la obtención de la cinemática. 
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Tabla 1. 
Parámetros de Denavit-Hartenberg para cada dedo con 2 GDL. 
  𝑖𝑖  𝜃𝜃𝑖𝑖 [°]  𝗼𝗼𝑖𝑖−1[°]  𝐿𝐿𝑖𝑖−1 [𝑚𝑚𝑚𝑚]  𝑑𝑑𝑖𝑖[𝑚𝑚𝑚𝑚] 
 
Dedo 1 
1  0 − 150  0  −25  19 
2  0 − 90  0  60.3  0 
3  0  0  60.3  0 
 
Dedo 2 
1  0 − 150  0  25  0 
2  0 − 90  0  60.3  0 
3  0  0  60.3  0 
 
Dedo 3 
1  0 − 150  0  −25  −19 
2  0 − 90  0  60.3  0 
3  0  0  60.3  0 
 
Para el dedo con grados de libertad Rotacional-
Rotacional es necesario conocer la posición del último 
sistema coordenado y se realiza mediante la matriz de 
transformación  𝑇𝑇 3
0 , o en otras palabras mediante el producto 
de las matrices  𝑇𝑇 1
0 ,  𝑇𝑇 2
1 ,  𝑇𝑇 3
2 . La matriz de transformación 
homogénea que relaciona los sistemas coordenadas O0 con 
O3 es  𝑇𝑇 3
0 , y esta matriz se muestra en (2): 
 
𝑇𝑇 3
0 = 𝑇𝑇 𝑇𝑇  2
1
1
0   𝑇𝑇 3
2    
 
𝑇𝑇 3
0 = � 𝑅𝑅 3
0 𝑃𝑃 3
0
0 1
�  (2) 
 
∴ 𝑅𝑅 3
0 = �
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑠𝑠 (𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃2) −𝑆𝑆𝑆𝑆𝑛𝑛 (𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃2) 0
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑛𝑛 (𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃2) 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑠𝑠 (𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃2) 0
0 0 1
� 
 
∴ 𝑃𝑃 3
0 = �
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑠𝑠 (𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃2)𝐿𝐿2 + 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑠𝑠(𝜃𝜃1)𝐿𝐿1
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑛𝑛 (𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃2)𝐿𝐿2 + 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑛𝑛(𝜃𝜃1)𝐿𝐿1
𝑑𝑑2
� 
 
 
 
Con la matriz de transformación se tiene la matriz de 
orientación  𝑅𝑅(𝜃𝜃) 3
0
3×3 y el vector de traslación  𝑃𝑃(𝜃𝜃) 3
0
3×1 
del punto final del dedo con respecto a la base o palma. Con 
el vector de traslación se determina el espacio de trabajo ya 
que provee de las posiciones en 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 y 𝑧𝑧. 
 
2.2. Espacio de trabajo. 
 
El espacio de trabajo es la disposición física de 
trabajo  que cubre el punto final de cada dedo de 
acuerdo al grado de movilidad de cada articulación. 
Este se calcula a partir de la cinemática de cada dedo. 
Por lo tanto se implementa un algoritmo recursivo con 
(3) y (4). 
 
𝑃𝑃𝑥𝑥 = 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑠𝑠(𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃2)𝐿𝐿2 + 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑠𝑠(𝜃𝜃1)𝐿𝐿1  (3) 
 
𝑃𝑃𝑦𝑦 = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑛𝑛(𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃2)𝐿𝐿2 + 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑛𝑛(𝜃𝜃1)𝐿𝐿1  (4) 
 
Con el fin de conocer el espacio de trabajo del gripper se 
hace un barrido con los rangos de rotación posibles de 
alcanzar por cada articulación y con las longitudes de los 
eslabones especificadas en la Tabla 1. Se grafica el barrido 
de las posibles posiciones que puede alcanzar cada uno de 
los dedos, el objeto a agarrar y las posiciones de agarre Fig. 
3. Las posiciones de agarre se generan cuando el espacio de 
trabajo toca la superficie del objeto. 
 
Figura 3. Posiciones del gripper para el agarre de un cubo. 
 
2.3.  Estabilidad dinámica de agarre. 
 
La estabilidad dinámica es la matemática que permite a 
partir de una posición y orientación de cada dedo calcular 
las fuerzas necesarias para una sujeción sin deslizamiento y 
sin movimiento rotacional o traslacional. Para ello es 
necesario declarar sistemas de coordenadas adicionales 
𝑃𝑃,𝑆𝑆 ,𝐶𝐶,𝑂𝑂 [15], como se muestra en la Fig. 4 y desarrollar la 
matemática que se describe a continuación: 
 
 
Figura 4. Gripper con sistemas de coordenadas. 
 
•  Sistema de coordenadas 𝑃𝑃 hace referencia al origen de 
todos los sistemas coordenados y está localizado en la 
palma del gripper. 
•  𝑆𝑆1,𝑆𝑆2,𝑆𝑆3 son los sistemas de coordenadas del origen de 
cada dedo. 
•  𝐶𝐶1,𝐶𝐶2,𝐶𝐶3  son los sistemas de coordenadas del punto 
final de cada dedo. 
•  𝑂𝑂 es el sistema de coordenadas del objeto. 
La teoría Screw  and  Wrench  se refiere al álgebra y 
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cálculo de los pares de vectores, tales como las fuerzas y los 
momentos y la velocidad angular y lineal, que se presentan 
en la cinemática y la dinámica de los cuerpos rígidos. El 
marco matemático fue desarrollado por Sir Robert Stawell 
Bola en 1876 para ser aplicados en la cinemática y la 
estática de los mecanismos  [15]. Un desplazamiento 
espacial de un cuerpo rígido puede ser definido por una 
rotación alrededor de una línea y una traslación a lo largo de 
la misma línea, llamado un desplazamiento tipo Screw, esto 
se conoce como teorema de Chasles. Un Screw es un vector 
de seis dimensiones construido a partir de un par de 
vectores de tres dimensiones, tales como las fuerzas y pares 
de torsión y la velocidad lineal y angular, que se presentan 
en el estudio del movimiento del cuerpo rígido espacial. Los 
componentes del Screw definen las coordenadas Plücker de 
una línea en el espacio y las magnitudes de los vectores a lo 
largo de la línea y el momento sobre esta línea. 
Los vectores de fuerza y par de torsión que surgen en la 
aplicación de las leyes de Newton a un cuerpo rígido se pueden 
montar en un Screw de una llamada Wrench. Una fuerza tiene 
un punto de aplicación y una línea de acción, por lo tanto, 
define la Plücker coordenadas de una línea en el espacio y tiene 
pitch cero. Un par de torsión, por el contrario, es un momento 
puro que no está unido a una línea en el espacio y es un tornillo 
de paso infinito. La relación de estas dos magnitudes define el 
paso del tornillo. [26] 
Para desarrollar esta teoría en el caso del gripper se 
comienza determinando la matriz de orientación  R Ci
P  y 
ubicación del punto final  𝑝𝑝 𝐶𝐶𝑖𝑖
𝑃𝑃  de cada dedo 𝑖𝑖 con respecto al 
sistema coordenado 𝑃𝑃. Las matrices de rotación y posición 
para cada uno de los dedos se muestran numéricamente en 
(5), (6) y (7), de acuerdo a la posición mostrada en la Fig. 4 
(Las dimensiones del cubo son de 20 × 20 × 20 mm). 
 
𝑅𝑅 𝐶𝐶1
𝑃𝑃 = �
0.598 0.801 0
0.801 −0.598 0
0 0 1
�, 𝑝𝑝 𝐶𝐶1
𝑃𝑃 = �
−20
100
19
�  (5) 
 
𝑅𝑅 𝐶𝐶2
𝑃𝑃 = �
−0.598 −0.801 0
0.801 −0.598 0
0 0 1
�, 𝑝𝑝 𝐶𝐶2
𝑃𝑃 = �
20
100
0
�  (6) 
 
𝑅𝑅 𝐶𝐶3
𝑃𝑃 = �
0.598 0.801 0
0.801 −0.598 0
0 0 1
�, 𝑝𝑝 𝐶𝐶3
𝑃𝑃 = �
−20
100
−19
�  (7) 
 
A partir de la ubicación del punto final de cada dedo con 
respecto a 𝑃𝑃 se calcula la posición de contacto del dedo con 
respecto al sistema coordenado 𝑂𝑂 que se muestra en (8), (9) y 
(10).  
 
𝑝𝑝 𝐶𝐶1
𝑂𝑂 = �
−20
0
19
� 
(8) 
 
𝑝𝑝 𝐶𝐶2
𝑂𝑂 = �
20
0
0
�  (9) 
 
𝑝𝑝 𝐶𝐶3
𝑂𝑂 = �
−20
0
−19
�  (10) 
 
La matriz 𝐴𝐴𝑑𝑑𝑔𝑔𝑜𝑜𝐶𝐶𝑖𝑖
−1
𝑇𝑇  es la matriz de transformación wrench 
que mapea las wrench de contacto con las wrench del 
objeto, como se muestra en (11). 
 
𝐴𝐴𝑑𝑑𝑔𝑔𝑜𝑜𝐶𝐶𝑖𝑖
−1
𝑇𝑇 = �
𝑅𝑅 𝐶𝐶𝑖𝑖
𝑂𝑂 0
𝑝𝑝̂ 𝐶𝐶𝑖𝑖
𝑂𝑂 𝑅𝑅 𝐶𝐶𝑖𝑖
𝑂𝑂 1
�  (11) 
 
Para poder realizar el producto  𝑝𝑝̂ 𝐶𝐶𝑖𝑖
𝑂𝑂 𝑅𝑅 𝐶𝐶𝑖𝑖
𝑂𝑂   basta con 
convertir el vector columna  𝑝𝑝 𝐶𝐶𝑖𝑖
𝑂𝑂  en vector fila y se denota 
𝑝𝑝̂ 𝐶𝐶𝑖𝑖
𝑂𝑂 , ya que el problema de sujeción es planar o en dos 
dimensiones. Debido a que no se ejerce fuerza lo largo del 
eje z, se elimina el valor en z del vector  𝑝𝑝̂ 𝐶𝐶𝑖𝑖
𝑂𝑂  y la última fila y 
columna de la matriz  𝑅𝑅 𝐶𝐶𝑖𝑖
𝑂𝑂 . 
La operación de  𝑝𝑝̂ 𝐶𝐶𝑖𝑖
𝑂𝑂  para los tres dedos se muestra en 
(12), (13) y (14) 
 
𝑝𝑝̂ 𝐶𝐶1
𝑂𝑂 = [0 −20]  (12) 
 
𝑝𝑝̂ 𝐶𝐶2
𝑂𝑂 = [0 20]  (13) 
 
𝑝𝑝̂ 𝐶𝐶3
𝑂𝑂 = [0 −20]  (14) 
 
La matriz 𝐴𝐴𝑑𝑑𝑔𝑔𝑐𝑐𝐶𝐶1
−1
𝑇𝑇  para el dedo 1 se desarrolla como se 
muestra en (15), (16) y (17). 
 
𝑝𝑝̂ 𝐶𝐶1
𝑂𝑂 𝑅𝑅 𝐶𝐶1
𝑂𝑂 = [0 −20]�0.5982 0.8014
0.8014 −0.5982
�  (15) 
 
𝑝𝑝̂ 𝐶𝐶1
𝑂𝑂 𝑅𝑅 𝐶𝐶1
𝑂𝑂 = [−16.027 11.963]  (16) 
 
𝐴𝐴𝑑𝑑𝑔𝑔𝑜𝑜𝐶𝐶1
−1
𝑇𝑇 = �
0.5982 0.8014 0
0.8014 −0.5982 0
−16.027 11.963 1
�  (17) 
 
           
Las matrices 𝐴𝐴𝑑𝑑𝑔𝑔𝑐𝑐𝐶𝐶2
−1
𝑇𝑇  y 𝐴𝐴𝑑𝑑𝑔𝑔𝑐𝑐𝐶𝐶3
−1
𝑇𝑇  se muestran en (18) y (19). 
 
𝐴𝐴𝑑𝑑𝑔𝑔𝑜𝑜𝐶𝐶2
−1
𝑇𝑇 = �
−0.5982 −0.8014 0
0.8014 −0.5982 0
16.027 −11.963 1
�  (18) 
 
𝐴𝐴𝑑𝑑𝑔𝑔𝑜𝑜𝐶𝐶3
−1
𝑇𝑇 = �
0.5982 0.8014 0
0.8014 −0.5982 0
−16.027 11.963 1
� 
(19) 
 
Se procede a definir el mapa de agarre 𝐺𝐺𝑖𝑖 ∈ 𝑅𝑅𝑝𝑝×𝑚𝑚𝑖𝑖 
mediante (20), el cual indica la posición y orientación que 
tiene cada dedo al entrar en contacto con el objeto. 
 
𝐺𝐺𝑖𝑖 = 𝐴𝐴𝑑𝑑𝑔𝑔𝑜𝑜𝐶𝐶𝑖𝑖
−1
𝑇𝑇 𝐵𝐵𝑐𝑐𝑖𝑖  (20) 
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A partir del mapa de agarre 𝐺𝐺𝑖𝑖, se obtiene un mapa de 
agarre general 𝐺𝐺 y para que este sea lineal con las fuerzas de 
contacto,  𝐺𝐺𝑖𝑖  se multiplica con la matriz de contacto 𝐵𝐵𝑐𝑐𝑖𝑖, 
siendo 𝑖𝑖 cada dedo y 𝐶𝐶 el punto de contacto. El mapa de 
agarre general se define mediante (21), y la matriz de 
contacto en la Tabla 2 dependiendo de la forma de contacto 
y fuerza que existe entre la superficie y el dedo [15]. 
 
𝐺𝐺 = �𝐴𝐴𝑑𝑑𝑔𝑔𝑜𝑜𝐶𝐶1
−1
𝑇𝑇 𝐵𝐵𝑐𝑐1 𝐴𝐴𝑑𝑑𝑔𝑔𝑜𝑜𝐶𝐶2
−1
𝑇𝑇 𝐵𝐵𝑐𝑐2 … 𝐴𝐴𝑑𝑑𝑔𝑔𝑜𝑜𝐶𝐶𝑖𝑖
−1
𝑇𝑇 𝐵𝐵𝑐𝑐𝑖𝑖� 
   
∴ 𝑖𝑖 = 1,2,…,𝑛𝑛 
(21) 
 
Tabla 2. 
Tipos de contactos comunes. 
Tipo de contacto. 
Imagen 
 
Friction cone FC 
Wrench basis 
(Matriz 𝐵𝐵) 
Punto de contacto 
Sin fricción
 
 
 
 
𝑓𝑓 1 ≥ 0 
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
0
0
1
0
0
0⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
 
Punto de contacto 
Con fricción
 
 
�𝑓𝑓 1
2 + 𝑓𝑓 2
2 ≤ 𝜇𝜇𝑓𝑓 3 
𝑓𝑓 3 ≥ 0 
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
 
Soft-finger
 
�𝑓𝑓 1
2 + 𝑓𝑓 2
2 ≤ 𝜇𝜇𝑓𝑓 3 
𝑓𝑓 3 ≥ 0 
 
|𝑓𝑓 4| ≤ 𝗾𝗾𝑓𝑓 3 
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
 
 
Por la morfología del dedo o sus grados de libertad, no 
es posible ejercer un torque sobre la superficie de contacto 
ni una fuerza a lo largo del eje 𝑧𝑧  (Eje de rotación, 
Cinemática), así que se modifica la matriz de contacto con 
fricción que se muestra en la Tabla 2 y queda como se 
presenta en (22). Los vectores de fuerza que actúan sobre el 
objeto se muestran en la Fig. 5. La matriz 𝐵𝐵𝑐𝑐𝑖𝑖  da la 
restricción en forma matemática que existe físicamente en el 
gripper, estas restricciones están dadas por la morfología 
propia del efector final [15]. 
 
𝐵𝐵 = �
1 0
0 1
0 0
�    ∴ 𝐵𝐵𝑐𝑐1 = 𝐵𝐵𝑐𝑐2 = 𝐵𝐵𝑐𝑐3 = 𝐵𝐵  (22) 
 
 
Figura 5. Agarre en un plano. 
El mapa de agarre general (21) se muestra 
numéricamente en (23). 
 
𝐺𝐺 = [𝐺𝐺1|𝐺𝐺2|𝐺𝐺3]  (23) 
 
∴ 𝐺𝐺1 = 𝐺𝐺3 = �
0.5982 0.8014
0.8014 −0.5982
−16.0270 11.9639
� 
 
 
∴ 𝐺𝐺2 = �
−0.5982 −0.8014
0.8014 −0.5982 
16.0270 −11.9639
� 
 
 
Con la matriz 𝐺𝐺 se puede saber la fuerza y torque a los 
que va a estar sometido el objeto a partir de los valores de 
fuerza generada por el contacto de los dedos o viceversa. 
Para determinar el efecto de las fuerzas de contacto en el 
objeto, se transforma las fuerzas al marco de coordenadas 
del objeto. Sea ( 𝑝𝑝 𝐶𝐶𝑖𝑖
𝑂𝑂 ,  𝑅𝑅 𝐶𝐶𝑖𝑖
𝑂𝑂 ) la configuración de la estructura 
de contacto 𝑖𝑖 en relación con el marco de objeto. Entonces, 
la fuerza ejercida por un único contacto se puede escribir en 
las coordenadas del objeto como se muestra en (24). 
 
𝐹𝐹 𝑜𝑜 = 𝐴𝐴𝑑𝑑𝑔𝑔𝑜𝑜𝐶𝐶𝑖𝑖
−1
𝑇𝑇 𝐹𝐹 𝑐𝑐𝑖𝑖 = �
𝑅𝑅 𝐶𝐶𝑖𝑖
𝑂𝑂 0
𝑝𝑝̂ 𝐶𝐶𝑖𝑖
𝑂𝑂 𝑅𝑅 𝐶𝐶𝑖𝑖
𝑂𝑂 1
�𝐵𝐵𝑐𝑐𝑖𝑖𝐹𝐹 𝑐𝑐𝑖𝑖  (24) 
 
Para el caso se desea que la fuerza en 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 y el torque 𝜏𝜏 en 
𝑧𝑧 del sistema sea cero, por lo tanto se hallan los valores de 
fuerza requerido para cada dedo mediante (24) que para el caso 
del gripper implementado quedaría como se muestra en (25). 
 
�
𝐹𝐹 𝑥𝑥𝑜𝑜
𝐹𝐹 𝑦𝑦𝑜𝑜
𝜏𝜏𝑧𝑧𝑜𝑜
� = 𝐺𝐺
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐹𝐹 𝑥𝑥1
𝐹𝐹 𝑦𝑦1
𝐹𝐹 𝑥𝑥2
𝐹𝐹 𝑦𝑦2
𝐹𝐹 𝑥𝑥3
𝐹𝐹 𝑦𝑦3⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
  (25) 
 
Numéricamente (25) se muestra en (26): 
 
�
0
0
0
�
= �
0.5982 0.8014 −0.5982 −0.8014 0.5982 0.8014
0.8014 −0.5982 0.8014 −0.5982  0.8014 −0.5982
−16.0270 11.9639 16.0270 −11.9639  −16.0270 11.9639
�
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐹𝐹 𝑥𝑥1
𝐹𝐹 𝑦𝑦1
𝐹𝐹 𝑥𝑥2
𝐹𝐹 𝑦𝑦2
𝐹𝐹 𝑥𝑥3
𝐹𝐹 𝑦𝑦3⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
 
(26) 
 
Para resolver el sistema de ecuaciones (26) es necesario 
definir 3 ecuaciones más, para lo cual hay necesidad de 
considerar el peso del objeto 𝑚𝑚𝑚𝑚  y el producto del 
coeficiente de fricción 𝜇𝜇  con la fuerza perpendicular que 
ejerce cada dedo sobre la superficie del objeto y de esta 
forma se garantiza que no se deslice el objeto y a su vez se 
contrarresta la fuerza que ejerce la gravedad sobre el objeto, 
esto se presenta en (27). 
 
𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝜇𝜇 𝐹𝐹 ⃗ 𝑥𝑥1 + 𝜇𝜇 𝐹𝐹 ⃗ 𝑥𝑥2 + 𝜇𝜇 𝐹𝐹 ⃗ 𝑥𝑥3 = 0  (27) 
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Para garantizar que las fuerzas que ejerce el dedo 1 y 3 
sean iguales se debe satisfacer a (28) y (29) de esta manera 
se evitan rotaciones en el eje 𝑧𝑧, es decir: 
 
𝐹𝐹 ⃗ 𝑥𝑥1 = 𝐹𝐹 ⃗ 𝑥𝑥3  (28) 
 
𝐹𝐹 ⃗ 𝑦𝑦1 = 𝐹𝐹 ⃗ 𝑦𝑦3  (29) 
 
Para el caso de (27) se toma un 𝜇𝜇 de 0.58 ya que el 
contacto es de metal-metal [15,21]. 
Al solucionar el sistema de ecuaciones el vector de 
fuerzas 𝐹𝐹 ⃗ se muestra en (30), las unidades de estos valores 
están en 𝑁𝑁.𝑚𝑚: 
 
𝐹𝐹 ⃗ =
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
0.0084
0.0169
0.0084
0.0113
0.0226
0.0113⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
  (30) 
 
𝐹𝐹 ⃗ =
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
0.0092
0.0155
0.0092
0.0322
0.0650
0.0322⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
  (31) 
 
El diagrama de fuerzas se muestra en la Fig. 6. 
 
Figura 6. Vectores de fuerza aplicadas sobre el objeto. 
 
3.  Optimización multi-objetivo para el agarre 
 
Con la matemática anteriormente presentada se realiza el 
cálculo de fuerzas para dos casos en los que las posiciones 
de los dedos son aleatorias. A partir de estas posiciones se 
calculan las fuerzas necesarias, la solución gráfica y 
numérica se presentan en las Fig. 7, 8 y en (31), (32) 
respectivamente. En las figuras se tiene en la parte izquierda 
la vista superior del objeto y en la parte derecha la vista 
frontal con los vectores de fuerza que ejercen los dedos 
sobre el objeto. Se observa  que la magnitud de los vectores 
del dedo 2 es mayor, ya que este tiene que contrarrestar la 
fuerza de los dedos 1 y 3. Así mismo se observa que la 
magnitud de los vectores aumenta a medida que la posición 
de los dedos se aleja de la palma. 
 
𝐹𝐹 ⃗ =
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
0.0058
0.0221
0.0058
0.0159
0.0251
0.0159⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
  (32) 
 
 
Figura 7. Vectores de fuerza sobre el objeto caso 1. 
 
 
Figura 8. Vectores de fuerza sobre el objeto caso 2. 
 
En los puntos de contacto, los vectores de fuerza 
mostrados en las Fig. 7, 8 garantizan que el objeto no 
presente deslizamiento  ni desplazamientos lineales o 
rotacionales, más no se realizan con el mínimo de fuerza por 
parte de cada uno de los dedos. Para hallar una posición con 
el mínimo de fuerza de todas las posibilidades de aprensión 
se utiliza el algoritmo de optimización NSGA [27-29]. El 
algoritmo NSGA II se utilizó como solución al problema 
propuesto, dada su eficiencia (bajo costo computacional) y 
eficacia (Precisión de las soluciones) a la hora de calcular 
un frente de Pareto gracias a su comportamiento Elitista 
(ranking por capas) y el cálculo del crowding distance [28, 
29], como operador utilizado para mantener la diversidad de 
la población, lo cual mejora considerablemente la 
distribución de las soluciones dentro del frente de Pareto 
calculado. El algoritmo NSGA II ya se  ha usado para 
problemas similares obteniendo excelentes resultados como 
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se muestran en [30] comparado con otros algoritmos. 
Se generaron aleatoriamente puntos de agarre y a estos 
se les denominaran individuos de una población para el 
algoritmo NSGA, este se encargará de buscar cual a los 
mejores de acuerdo a las funciones a minimizar. 
La optimización multi-objetivo puede ser definida como 
el problema de encontrar un vector de variables de decisión 
que satisfacen restricciones y optimiza un vector de 
funciones cuyos elementos representan las funciones 
objetivo. Estas definiciones aparecen en los trabajos de 
Coello y Deb [22-24]. Para el problema de fuerza que se 
pretende resolver se desea encontrar un vector de decisión 
que se muestra en (33): 
 
𝑥𝑥 ⃗ = [𝑥𝑥1,𝑥𝑥2,…,𝑥𝑥𝑛𝑛]𝑇𝑇  (33) 
 
con 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑅𝑅𝑛𝑛, el cual deberá satisfacer las 𝑤𝑤 restricciones 
de desigualdad (34) 
 
𝑚𝑚𝑖𝑖(𝑥𝑥 ⃗) ≥ 0      𝑖𝑖 = 1,2,… ,𝑤𝑤  (34) 
 
y optimizar el vector de funciones (35) 
 
𝑓𝑓 ⃗(𝑥𝑥 ⃗) = [𝑓𝑓 1(𝑥𝑥 ⃗),𝑓𝑓 2(𝑥𝑥 ⃗),…,𝑓𝑓 𝑏𝑏(𝑥𝑥 ⃗)]𝑇𝑇  (35) 
 
que generalmente cumple con 𝑓𝑓 ⃗(𝑥𝑥 ⃗) ∈ 𝑅𝑅𝑏𝑏. El conjunto 
de todas las soluciones que satisfacen a (34) es conocido 
como codominio de soluciones factibles, y se representa 
como Ω, y en forma general Ω ⊂ 𝑅𝑅𝑛𝑛.  
El correspondiente conjunto imagen Ω𝑜𝑜  se define en 
(36). 
 
Ω𝑜𝑜 = {𝑓𝑓 ⃗(𝑥𝑥 ⃗) ∈ 𝑅𝑅𝑏𝑏𝑥𝑥 ⃗ ∈ Ω}  (36) 
 
Definición 1: Dominancia de Pareto, sean dos soluciones 
𝑢𝑢,𝑣𝑣  ∈ Ω. Se dice que 𝑢𝑢 domina a 𝑣𝑣 (denotado como 𝑢𝑢 ≻ 𝑣𝑣) 
si es mejor o igual que 𝑣𝑣 en cada uno de los objetivos y 
estrictamente mejor en al menos un objetivo. Como 
ejemplo, en un contexto de minimización 𝑢𝑢 ≻ 𝑣𝑣 si y solo si 
se cumple (37): 
 
𝑓𝑓 𝑖𝑖(𝑢𝑢) ≤ 𝑓𝑓 𝑖𝑖(𝑣𝑣)∀𝑖𝑖
∈ [1,2,...,𝑏𝑏]⋀∃𝑗𝑗ℰ[1,2,...,𝑏𝑏]| 𝑓𝑓 𝑗𝑗(𝑢𝑢) < 𝑓𝑓 𝑗𝑗(𝑣𝑣)  (37) 
 
Definición 2: Soluciones no comparables, dados 𝑢𝑢,𝑣𝑣 ∈
Ω, si 𝑢𝑢 ⊁ 𝑣𝑣  ni  𝑣𝑣 ⊁ 𝑢𝑢, se dice que son soluciones no 
comparables, lo que se denota como 𝑢𝑢 ∼ 𝑣𝑣. 
Definición 3: Conjunto de Pareto, el conjunto de todas 
las soluciones 𝑥𝑥 ⃗ no dominadas en Ω se denomina Conjunto 
Pareto, lo que se denota como 𝐶𝐶𝑃𝑃. Las soluciones 𝑥𝑥 ⃗ que 
pertenecen a 𝐶𝐶𝑃𝑃 se denotarán como 𝑥𝑥∗. 
Definición 4: Frente de Pareto, la imagen del Conjunto 
Pareto a través de la función 𝑓𝑓 ⃗ se denomina Frente Pareto, 
denotado por 𝑌𝑌 [24]. 
Para el funcionamiento del algoritmo se ingresaron los 
siguientes parámetros: 
•  Vector de variables de decisión: 
𝑥𝑥1 =   Posiciones del dedo 1 en 𝑥𝑥,𝑦𝑦 y 𝑧𝑧 
𝑥𝑥2 =   Posiciones del dedo 2 en 𝑥𝑥,𝑦𝑦 y 𝑧𝑧 
𝑥𝑥3 =   Posiciones del dedo 3 en 𝑥𝑥,𝑦𝑦 y 𝑧𝑧 
•  Vector de funciones a optimizar, minimización: 
𝑓𝑓 1 =Suma de las magnitudes de las fuerzas 𝐹𝐹 ⃗1 y 𝐹𝐹 ⃗3 
𝑓𝑓 2 =   Magnitud de la fuerza 𝐹𝐹 ⃗2 
•  Tamaño de la población: 32 
•  Número de generaciones: 30 
•  Porción de la población a reemplazar: 0.9 
Los resultados obtenidos por el algoritmo NSGA, se 
presentan en la Fig. 9 y 10. La Fig. 9 muestra los 32 individuos 
de la primera generación y la Fig. 10 muestra el mejor 
individuo en la última generación. En este caso el frente de 
Pareto está dado por una sola solución o un solo individuo, y 
este individuo indica la mejor posición de contacto de los 
dedos con el objeto y a su vez un agarre con el mínimo de 
fuerza. 
 
 
Figura 9. Algoritmo NSGA. Algoritmo con 32 individuos a evaluar. 
 
 
Figura 10. Algoritmo NSGA. Algoritmo con el mejor individuo. 
 
Las magnitudes de fuerza de las funciones minimizadas 
se muestran en (38) y (39): 
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𝑓𝑓 1 =  0.0114  +  0.0114 𝑁𝑁.𝑚𝑚  (38) 
 
𝑓𝑓 2 =  0.0228 𝑁𝑁.𝑚𝑚  (39) 
 
Y de acuerdo a los valores de fuerza, el vector de 
variables de decisión es: 
𝑥𝑥1 = Posiciones del dedo 1 en 𝑥𝑥 = −20𝑚𝑚𝑚𝑚,  
𝑦𝑦 = 86𝑚𝑚𝑚𝑚 y 𝑧𝑧 = 19𝑚𝑚𝑚𝑚 
𝑥𝑥2 =   Posiciones del dedo 2 en 𝑥𝑥 = 20𝑚𝑚𝑚𝑚,  
𝑦𝑦 = 86𝑚𝑚𝑚𝑚 y 𝑧𝑧 = 0 
𝑥𝑥3 =   Posiciones del dedo 3 en 𝑥𝑥 = −20𝑚𝑚𝑚𝑚,  
𝑦𝑦 = 86𝑚𝑚𝑚𝑚 y 𝑧𝑧 = −19𝑚𝑚𝑚𝑚 
A partir de estas posiciones se grafican los vectores de 
fuerza, garantizando el mínimo de fuerza y cierre de fuerza. 
De estos resultados se observa en la Fig. 11, que la posición 
es la más cercana a la palma con los dedos enfrentados para 
evitar la rotación del objeto. 
 
 
Figura 11. La mejor posición de agarre según el algoritmo de optimización 
NSGA. 
𝐹𝐹 ⃗ =
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
0.0084
0.0076
0.0168
0.0153
0.0084
0.0076⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
  (38) 
 
4.  Conclusiones 
 
El uso de la teoría Screw hizo más fácil el desarrollo 
matemático y tiempos de ejecución computacional ya que se 
utiliza el álgebra lineal para la solución.  
El algoritmo NSGA mostró grandes ventajas en cuanto a 
tiempo computacional para la detección del mejor punto de 
agarre garantizando el mínimo de fuerza, el tiempo de 
ejecución es alrededor de 2 minutos comparado con un 
algoritmo combinatorio puede durar hasta 5 horas. El 
tiempo de ejecución del NSGA depende de los parámetros 
ingresados, que para el caso se utilizaron tres variables de 
análisis (fuerza de cada dedo), dos funciones a minimizar 
(f1+f3 y f2), 32 individuos como población, 30 
generaciones y un 90 % de proporción de la población a 
reemplazar.  
Como desarrollo a futuro se utilizaran objetos de forma 
irregular garantizando la posición de agarre con el mínimo 
de fuerza. Se profundizará en el cálculo de fuerza de un 
ensamble y determinando los centros de masa de acuerdo al 
material y a la geometría. En próximas etapas del proyecto 
se variara la posición del gripper ya que como posible 
aplicación, se ensamblará a un brazo robótico. 
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